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RESUMEN

En el contexto actual, los medios de computo brindan innumerables recursos para el trabajo
matematico, por lo que se considero esencial orientar la labor del docente al fortalecimiento de
redes conceptuales y habilidades de modelacién, elementos estrechamente vinculados. El
objetivo del estudio fue mostrar recursos didacticos para contribuir a la formacion conceptual
y el desarrollo de habilidades de modelacion en estudiantes de ingenieria. El mismo se sustento
en un analisis de experiencias docentes desarrolladas por profesores de la Universidad de
Camaguey, con mas de diez afios de practica, complementado con una revision bibliografica
especializada; donde se identificaron los cambios de representacion semidtica como recursos
didacticos clave. El caracter conceptual de los objetos matematicos permitié que estas

representaciones mostraran diferentes caracteristicas del objeto de estudio, haciendo que los
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estudiantes pudieran comprenderlo en toda su integridad. Asimismo, se destaco la importancia
del uso adecuado y preciso del lenguaje matematico en los procesos de modelacion. A partir de
esta triangulacion, se identificaron coincidencias tedricas y practicas que permitieron mostrar
recursos didacticos para contribuir a la formacion conceptual y el desarrollo de habilidades de
modelacion en estudiantes de ingenieria. Entre los resultados mas relevantes se encuentra la
eficacia del uso coordinado de representaciones semioticas y del lenguaje matematico en la
mejora de la comprension y aplicacion de los contenidos, para formacidén conceptual y la
habilidad de modelacion, lo cual permitido concluir que dichos recursos constituyen
herramientas fundamentales para optimizar el aprendizaje en este nivel educativo.

PALABRAS CLAVE: formacion conceptual; modelacion matemaética; representacion

semibtica, ensefianza de la Matematica.

ABSTRACT

In the current context, computer media provide countless resources for mathematical work, so
it was considered essential to guide the work of teachers in strengthening conceptual networks
and modeling skills, which are closely linked. The objective of the study was to show didactic
resources to contribute to conceptual formation and the development of modeling skills in
engineering students. It was based on an analysis of teaching experiences developed by
professors of the University of Camaguey, with more than ten years of practice, complemented
with a specialized bibliographic review; where semiotic representation changes were identified
as key didactic resources The conceptual character of mathematical objects allowed these
representations to show different characteristics of the object of study, so that students could
understand it in all its integrity. Likewise, the importance of the adequate and precise use of
mathematical language in the modeling processes was emphasized. From this triangulation,
theoretical and practical coincidences were identified that allowed showing didactic resources
to contribute to conceptual formation and the development of modeling skills in engineering
students. Among the most relevant results is the effectiveness of the coordinated use of semiotic
representations and mathematical language in the improvement of the understanding and
application of contents, for conceptual formation and modeling skills, which allowed
concluding that these resources constitute fundamental tools to optimize learning at this

educational level.
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INTRODUCCION

En la presente década, los software para al trabajo matematico ( referidos en el presente trabajo
como “asistentes matematicos”) han alcanzado una eficiencia considerable, lo cual implica que
el trabajo docente basado en algoritmos vaya dejando de ser una prioridad en la ensefianza de
esta ciencia, dejando espacio para la formacién conceptual y el desarrollo de habilidades de
modelacién en los estudiantes; planteando un reto a docentes e investigadores en el area de la

ensefianza de la Matematica.

Con el objetivo de abordar esta problematica se ha empleado una metodologia clasica, partiendo
de la identificacion del problema: la falta de desarrollo conceptual de los estudiantes que los
limitan en las aplicaciones de la matemética. Se realiz6 una busqueda de informacion
actualizada y se organiz6 de modo que permitio seleccionar las fuentes que sustentan desde el
punto de vista tedrico el trabajo realizado. El analisis de la informacion permitié las propuestas
didacticas que se muestran.

En este contexto, el reto antes mencionado, estd determinado por el incesante desarrollo
tecnoldgico, que demanda cada vez mas individuos que aprecien la Matematica y tengan un
desarrollo de habilidades del pensamiento matematico (Guaypatin et al., 2024; Guner, 2020).
Aqui el problema se debe en gran parte a que resulta mas facil para el maestro lograr que los
estudiantes mecanicen ciertos procesos sin llegar a una formacion conceptual; apreciable en los
resultados de los estudiantes en los examenes aplicados por los maestros, donde aparentemente
se evidencia aprendizaje y comprension, pero investigadores confirman las concepciones que
se tienen del aprendizaje memoristico y falta de conocimiento conceptual (Sidelil y Nellie,
2020).

Por lo que resulta necesario que los docentes adquieran conciencia de que deben lograr un
aprendizaje conceptual, como Unica via para que los estudiantes puedan llegar a modelar
problemas; un paso en esa direccion en el uso de herramientas digitales para céalculos
simbdlicos, radica en que los usuarios necesiten de una comprensién conceptual del

procedimiento con el que trabajan, (Angulo et al., 2020; Abranovich, 2015).
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Los estudiantes que no llegan a comprender un concepto son incapaces de usarlo y trabajar con
el mismo, y pueden tener deficiencias en sus conocimientos que perduran en el tiempo. Ademas,
se debe tener en cuenta que los estudiantes cometen errores en sus producciones cuando trabajan
cualquier dominio matematico, pero especialmente cuando resuelven problemas de
aplicaciones, donde necesitan hacer aplicaciones conceptuales, (Stephens et al., 2021; Hoth et
al., 2022).

Resulta indudable que el desarrollo tecnoldgico actual requiere lograr en los estudiantes de
ingenieria la habilidad de modelar, aunque ciertamente es una habilidad que demanda esfuerzos
por docentes y estudiantes, (Biembengut y Hein, 2004). No todos los contenidos de Matematica
son propicios para lograr que los estudiantes modelen, o mejor dicho hay contenidos mas
propicios que otros, por ejemplo, las ecuaciones diferenciales ordinarias son propicias para que
los estudiantes trabajen en actividades de modelacién, por una parte, porque son una
herramienta matematica para la modelacién de una gran variedad de problemas y por otra,
porque permiten la modelacion desde problemas relativamente sencillos hasta problemas

complejos.

La habilidad de modelar se debe trabajar desde los primeros grados, pero generalmente no se
le pone la atencion y esfuerzo que la misma requiere y los estudiantes avanzan por los diferentes
niveles educativos con un pobre desarrollo de esta habilidad, por lo que en el presente trabajo
se propone un enfoque didactico sustentado fundamentalmente en el trabajo con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, para entrenar estudiantes de ingenieria en las actividades de

modelacion.

DESARROLLO

La revision realizada permite avalar la presencia generalizada del trabajo algoritmico en la
ensefianza, lo cual entra en contradiccion con la necesidad de fomentar el desarrollo conceptual
de los estudiantes, pues el uso eficiente de los medios de computo para la resolucion de
problemas aplicados exige conocimientos conceptuales y una base tedrica solida. Esta
constatacion, que coincide con la literatura especializada, se refleja asimismo en la experiencia
de los autores en el trabajo docente en la ensefianza de la matematica para Ingenieria: los
alumnos tienden a privilegiar métodos mecanicos y buscan atajos algoritmicos para automatizar

las aplicaciones matematicas, postergando asi la comprension profunda de los fundamentos

conceptuales.
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Bases tedricas.

Se seleccionaron trabajos de autores reconocidos por la comunidad especializada sobre el tema,
que conforman un sustento coherente para elaborar el andlisis realizado y la propuesta de
abordar el problema.

Dado que en el proceso de modelacion se requiere de la representacion del problema en
diferentes formas, la teoria sobre los cambios de registros de representacion semiotica, iniciada
por R. Duval, Duval (1993) y retomada por muchos autores reconocidos como D’Amore Yy
Fandifio Pinilla (2007), Presmeg (2006) y Arzarello (2006), entre otros, juega un papel
fundamental en el tema a tratar, por otra parte siempre se debe tener en cuenta que dado el
caracter no ostensivo de los objetos matematicos, los cambios de representacion semiotica son

necesarios para que los estudiantes puedan acceder al objeto matematico.

Evidentemente, como planted Vigoysky, el concepto en su forma acabada no puede ser puesto
en la mente del estudiante (Karpov, 2013); por lo tanto, los estudiantes tienen que realizar

acciones sobre los objetos matematicos para llegar a apropiarse de los conceptos necesarios.

A tales efectos la teoria APOE (accion proceso, objeto, esquema) de Dubinsky et al. (2019),
describe el transito del proceso al objeto, el cual se inicia con acciones sobre el objeto de estudio
(ACCION), estas acciones iniciales se van asociando en base a caracteristicas comunes y
conforman un proceso (PROCESO), la reiteracion de actividades procesales que conducen a un
determinado resultado permiten identificar este resultado como un objeto (OBJETO), por
ultimo, el referido objeto en su forma conceptual debe ser incorporado a la red cognoscitiva que
posee el estudiante, para que pueda ser aplicado por este (ESQUEMA).

Desde el proceso se puede arribar al concepto, pero muchas veces el referido proceso transita
por un algoritmo cuya ejecucion en diferentes situaciones puede conducir al concepto, pero
desafortunadamente ocurre que el aprendizaje se queda en el algoritmo y no arriba al concepto.
De acuerdo con la teoria APOE, el concepto es util para el trabajo del estudiante cuando lo
incorpora en su red conceptual, lo cual le permite usarlo en interrelacion con otros conceptos

ya aprendidos.

Otro aspecto a tener en cuenta como elemento basico en el proceso ensefianza aprendizaje de
la Matematica es el lenguaje, dado que la eficiencia en el trabajo matematico incluye la
capacidad de comunicarse y razonar a través del lenguaje escrito y hablado (Hughes y Fries,
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2015). El lenguaje matematico es altamente especializado, conciso, no admite sobreentendidos
y esta asociado a la logica formal; por ejemplo: la condicidon “si... entonces”, debe ser
comprendida por los estudiantes en su valor 16gico; esto es, el condicionante “si”, expresa la
necesidad del cumplimiento de determinadas hipotesis para que la consecuencia planteada sea
valida. Ademas, se debe agregar que la funcion es un elemento clave en el lenguaje matematico,

ya que a través de las mismas se establecen las relaciones entre los objetos matematicos.
Modelaciones iniciales.

Aunque el tema de variaciones relacionadas, se estudia inicialmente en el calculo diferencial,
previo a las ecuaciones diferenciales, es oportuno retomar el tema ya que conduce a modelos
sencillos que los estudiantes pueden desarrollar y permiten enfatizar el hecho de por qué las

derivadas son tan relevantes.

Las derivadas facilitan modelar una diversidad de fendmenos en la ciencia, la ingenieria, la
propia matematica y expresan una variacion instantanea; asi, por ejemplo, la variacion del

espacio (S) que recorre un maévil en un instante de tiempo (t) determina la velocidad del movil

. ds i . . e . .
en ese instante, lo cual se expresa =0 de la misma forma, la variacién instantanea de la

. dv . ., . -z
velocidad se expresa como — =4 siendo (a) la aceleracion en un instante dado; también, la

variacion instantanea de la carga eléctrica (Q) representa la intensidad de la corriente, esto es

da . £ . .
d—f =1, lo cual se debe a que la derivada es la razon de un incremento cuando el incremento

tiende a cero, estoes: f' = ;lmé w

Lo cual justifica que la derivada sea la herramienta matemética para modelar cualquier
fendmeno de variacion instantanea. Teniendo como caracteristica que hay solo una variable
independiente el tiempo (t) y una cantidad no determinada pero finita, que son dependientes
de esa variable (t), estando relacionadas entre si. Es conocido los valores de la derivada de
algunas de las variables dependientes y se desea determinar la derivada de una o varias de las

variables en dicho instante de tiempo (t).

Debido a que los problemas de aplicacion son los que mas se le dificultan a los estudiantes es
importante que cuenten con un esquema o modelo para su interpretacion y comprension, que le
ayude a como analizar, entender y afrontar estos problemas, en este aspecto juegan un rol
fundamental como herramienta didactica los asistentes matematicos. En el presente estudio, por

ser uno de los mas difundidos para la ensefianza de las matematicas, sus caracteristicas y
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bondades por criterio de los autores y otros investigadores como (Freudenthal, 1979 ; Kutzler,
1999); Gonzalez et al., 2021), entre otros, se utiliza GeoGebra como recurso ilustrativo.

Para ejemplificar de manera practica como los asistentes matematicos facilitan el analisis y la

visualizacion de problemas de tasas de cambio, a continuacion, se presenta el siguiente caso:

e Se tiene un tanque con forma de cono circular recto, de 4m de didmetro y 8m de altura,
el cual es llenado por una bomba de agua a razén de 500cm3 /s, se desea conocer a la
altura de 4m, la velocidad a la que asciende el agua y cambia el radio en ese preciso

instante de tiempo en el que el agua alcanza la altura mencionada. Ver figura 1.

Para resolver este problema, es necesario tener presente y entender por parte de los alumnos la
relacion entre el volumen de un cono, su altura y radio. EI volumen () del cono es expresado
1 . . . P
como V = E-r:-rz ~h . En este caso, se ilustra mediante el asistente matematico el cono,

generado este por el tridngulo rectangulo ABF como se muestra en la figura 1; se solicita en el
problema determinar la velocidad a la que asciende el agua y cambia el radio en ese preciso
instante de tiempo, lo que crea en su interior el triangulo rectangulo ACE, que permite por

medio de las razones entre sus lados expresar el radio en funcion de la altura y viceversa que
r= i -h'y h =4-r, donde todos estos conocimientos son dominados por los estudiantes de
grados precedentes.

Sustituyendo el radio () en la expresion que permite el calculo de volumen a la altura fijada

se obtiene que V), = i -+~ h3 . La bomba de agua llena el tanque a una tasa constante de

3
500 % = 0.0005 m3/s. Esto es igual a la tasa de cambio del volumen con respecto al tiempo,

. d
es decir, (d—lt’).

. ., . . o d d (1 .
Entonces permite plantear la ecuacion diferencial d—: = (E T h3) relacionando el volumen

en funcion del tiempo, resolviendo la derivada implicita se alcanza como resultado

dv 1 5 dh . dh .
il h +— pero lo que se necesita conocer es —) porque la velocidad en la que
asciende no es mas que una altura, por lo que es necesario despejar para obtener la Ecuacion

16-(*/ap)
mh?

Diferencial Ordinaria (EDO) % = , sustituyendo la relacién de la tasa de cambio % =

. dh 1 )
500cm3 /s y sualtura h = 4m = 400 cm , se adquiere su valor == Mm/s' gue no es mas

que la velocidad a la que asciende el agua cuando alcanza la altura de 4m es de 0.0005 m/s.
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Para encontrar como cambia el radio en ese instante, se utiliza la relacibn h =4-r y se

. . . ., . . dv a (4
diferencia con respecto al tiempo para obtener la ecuacion diferencial - = E( “TeT )

1

dv .
— = ——-—delacual se obtiene
dt 4-rr?  dt

resolviendo su derivada implicita y dando origen a la EDO

. . P dr
como resultado que el radio cambia a una razén de — =

m/s cuando el agua alcanza la
dt 80007

altura fijada.
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Figura 1.
Problema ejemplo: velocidad a que asciende el agua.

Otro ejemplo sencillo, similar al descrito en el ejemplo anterior que se puede utilizar para
enfatizar la importancia del conocimiento de la derivada para la Ecuacion Diferencial (ED) y
en particular las EDO donde expresa una variacion instantanea es el de un hielo en forma de
cubo que se derrite donde hay solo una variable independiente, el tiempo (t) teniendo como
datos su volumen, la velocidad a la que se derrite y se necesite conocer la razén de cambio de
su superficie. Es de conocimiento de los estudiantes la expresién de calculo para determinar su

volumen V = a3y el 4rea de cada una de sus seis caras A = a?. Ver figura 2.
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. . . , d .
La velocidad a la que se derrite que se hace referencia no es mas que (d—:) lo que permite junto
a las expresiones de area y volumen establecer los modelos matematicos, en el caso del volumen

Se conoce % =
dt = 3a2’

lo que hace posible modelar la tasa de cambio de la superficie del cubo de

hielo mientras se derrite y se reducen sus caras asi como expresar la reduccion de las areas de

dv
dA a7 . ., .
— 12a@ ilustrando para la comprension los cambios y

estas caras mediante la EDO = ,
dt 3a?

reduccion mediante el asistente matematico, dejando a su vez por sentado la importancia y
utilidad de la derivada para las ED y el de estas para la comprensién del mundo fisico que nos
rodea (Revelo y Yénez, 2023).

Archivo Edicion Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

B & Ak Mo 8o 410 £IX e d
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Figura 2.

Problema ejemplo: razon de cambio de la superficie del hielo.
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Diferentes casos de modelacion.

La modelacion y resolucion de los problemas de variaciones relacionadas, permite que los
estudiantes aprecien el significado de las variaciones instantdneas entre las variables
independientes y dependientes en un problema dado, asi como en el transito de las
representaciones analiticas a las gréaficas (Mkhatshwa, 2023; Postelnicu y Tintera, 2024); lo
cual resulta un entrenamiento necesario para pasar a modelaciones que resultan menos
inmediatas y requieren del concepto de derivada como la herramienta matematica para modelar
fendmenos de variacion instantanea, como se explico anteriormente.

Una dificultad que se presenta cuando se trata de entrenar a los estudiantes en la modelacion de
problemas mediante ecuaciones diferenciales, es cuando los estudiantes no han estudiado en
fisica, las leyes a aplicar en la modelacion y resolucion de un problema dado, como es el caso
de un circuito eléctrico, que consiste en resistores, inductores y capacitores, al cual se aplica
una fuerza electromotriz.

En este caso una aplicacion de las leyes de Kirchoff (Thunibata et al., 2021) conduce a la

d

2
ecuacion: LE2 + R ‘Z+%q = E(t), donde L es la inductancia, (R) la resistencia, (C) la

dt? d
capacitancia, E (t) la fuerza electromotriz, q(t) la cargay (t) el tiempo. Si al estudiante se le
da: L, R, Cy E(t)y se le pide calcular la carga (q), Spiegel M. (sf).

En casos como estos, si el estudiante no ha estudiado previamente las leyes de Kirchoff, habria
que darle la referida ecuacion y el estudiante solo sustituiria los valores correspondientes y
resolveria la ecuacion diferencial, pero no se puede decir que esté haciendo un ejercicio de
modelacion.

Por lo que para entrenar a los estudiantes en la modelacion se deben utilizar problemas donde
los estudiantes tengan los conocimientos necesarios para construir el modelo, como es el caso

del siguiente problema:
e Encontrar la ecuacion de la curva cuya pendiente en (x,y) es 9x y pasa por el origen.
El estudiante tiene que construir el modelo, aunque sea un modelo elemental, por
supuesto debe saber que Z_i representa la pendiente de una curva, y en este caso % = 9x
o bien: dy = 9xdx, (ecuacioén que modela el problema) desde donde debe encontrar la

respuesta al problema planteado, asf integrando se tiene: [ dy = [ 9xdx o bien: y =

9x? . ., .
% + C de acuerdo con la informacion del problema, la curva pasa por el origen C =0,

., .. 9x?
y la ecuacion solicitadaes y = -
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Como en el ejemplo anterior la modelacion siempre esta asociada al conocimiento conceptual
del estudiante, (Zayas et al., 2023), puede suceder que no se llegue a una ecuacion especifica
qgue modele el problema en cuestion, sino que a partir de conocimientos conceptuales se va
obteniendo la informacién para llegar a la ecuacion cuya solucién brinda la solucion del

problema, lo cual se ilustra con el siguiente ejemplo:

e Delafuncion f (x) =ax’ +bx que pasa por (1,1) y en ese punto tiene tangente paralela
alarecta3x +y = 0. Hallara y b.

Para el proceso de resolucion es necesario concretar la informacion que brinda el enunciado del

problema.

1. Comopasapor(1,1) - f(1)=1->a+b=1.

2. Dado que la tangente en ese punto es paralela a la recta 3x + y = 0, tendra la misma
pendiente. Por lo tanto, como y = —3x la pendiente en ese punto es (—3).

3. Asi que la pendiente de la tangente en ese punto tiene que ser (—3), esto es
f'(1) = =3.

4. f'(x)=3ax?+ b. Se tendra que cumplir entonces que 3a + b= —3.

5. Ahora con la informacién obtenida se puede plantear el modelo matematico que

a+ b=1

3a+ b=-3 @=7ub=3

resuelve el problema: {

Como se puede ver, si el estudiante no maneja adecuadamente la relacién entre la pendiente y
la derivada de una funcion, no podra reunir la informacion necesaria para poder plantear el

modelo que da la solucion al problema, que son los valores de los coeficientes.

Evidentemente, la modelacién de problemas fuera de la matematica, siempre estaran asociados
a diferentes contextos, usualmente a leyes fisicas que intervienen en el problema planteado, por
lo que es necesario seleccionar problemas donde las leyes fisicas implicadas se puedan derivar

de variaciones instantdneas comprensibles por los estudiantes, como en el siguiente problema:

e Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea sigue la Ley de Newton. Una
pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20°C, se deja caer en un
recipiente con agua hirviendo. Calcular el tiempo que dicha barra tardara en alcanzar
los 902C, si se sabe que su temperatura aumentd 22C en un segundo. ¢Cuanto tardara

la barra en alcanzar los 98¢ C?
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El estudiante puede comprender que la rapidez con que se enfria un objeto es proporcional a la
diferencia entre su temperatura y la temperatura ambiente, esto es: T(t) - Ta donde la
temperatura del objeto depende del tiempo, se debe tener en cuenta que los objetos tienen
diferente conductividad térmica por lo que se debe considerar una constante que refleje la
conductividad del objeto, o sea, K[T(t)-Ta], y si se desea apreciar la variacion de la
temperatura en un instante (t), se tiene larelacion T'(t) = K[T(t) - Ta]; que es una ecuacion

diferencial lineal de primer orden, y' + p(x)y = q(x) cuya solucidn es:

y(t) = e~ [P [ JP®dt g(1)dt + €] lo cual debe ser conocimiento previo del estudiante

antes de plantear problemas del tipo referido.

Es frecuente que el modelo esté basado en una ley fisica, en cuyo caso el modelo resulta de la
correcta interpretacion de la ley fisica en cuestion, como en el siguiente ejemplo: La Ley de

Newton expresa que La ecuacion diferencial que modeliza dicho fendmeno es
T'(t) = K[T(t) - Ta]; cuya solucion general (véase el desarrollo tedrico) es e’ =T +Ce"

lo cual representa la materializacion del comportamiento del fendbmeno a estudiar, y sobre esta

materializacion el pensamiento sigue su curso (Vigotsky, 1995).

Para lograr la solucion del problema no basta lograr la construccion del modelo
correspondiente, se requiere ademas interpretar los componentes del modelo segun los datos
del problema, lo que enfatiza el hecho de que concepto y modelo estan estrechamente

vinculados (Barragan-Moreno et al., 2024).

La temperatura ambiente en este caso es Ta = 100, mientras que la temperatura inicial es
T(0) = 20. Por lo tanto, T(0) = 100 + CeX® = 100 + C = € = —80, por otra parte, como

la temperatura aumentd 2°C en 1 seg. Se tiene que T(1) = 22. Por tanto:
T(1) = 100 — 80eX = 22 = 78 = 80eX, de donde se obtiene el valor de K = In (g) lo que

permite arribar al modelo ajustado a las condiciones especificas del modelo planteado, esto es:
78
T(£) = 100 — 80¢* ™(50).

Como se puede apreciar cada resultado se materializa en una representacion semioética, desde

la cual el pensamiento sigue su curso (Quintana et al., 2022).
Finalmente, para calcular el tiempo que tarda la barra en alcanzar 902 C se resuelve la ecuacion

T(t) = 90: 100 — 80e* (&) = 90 = 10 = 80e (&) = == et (&)
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1
t= @ ~ 82.1seg.

i (g0)

De igual modo para calcular el tiempo que tarda en alcanzar 982 C se resuelve la ecuacién
T(t) = 98.

Otro tipo de problema que permite entrenar a los estudiantes en la modelacion es el caso de las
vibraciones armonicas simples no amortiguadas, que, aunque también estd asociado a leyes
fisicas son mas conocidas por los estudiantes, como es el caso siguiente: se asume una superficie

suficientemente lisa como para despreciar la fuerza de rozamiento. Ver figura 3.

Figura 3.
Problema ejemplo: Vibraciones armonicas simples no amortiguadas.

La unica fuerza presente en el sistema es la del muelle y (k) es una constante positiva que

depende de la rigidez del muelle: Fm = —kx(t).

La segunda ley de Newton (que se supone conocida por el estudiante) establece que la fuerza
total que actua sobre un cuerpo es igual al producto de su masa por su aceleracion, esto es:

mx"(t) = E,. Desde donde el estudiante puede arribar al modelo para las vibraciones del
objeto considerando incluso las condiciones iniciales: x" (t) + %x(t) =0,x(0) = x,,x"(0) =

0 asumiendo que el movimiento parte del reposo, por lo que la velocidad inicial es cero. (Zill
& Cullen, 2008). De esta forma se puede guiar al estudiante a construir el modelo matematico

de un problema fisico.

Este tipo de problema resulta de gran utilidad para ilustrar las diferentes soluciones de las
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden; agregando en el sistema anterior un
sistema mecanico (amortiguador) que tiene el efecto de reducir la velocidad cuando el sistema
se encuentra vibrando, dado que los aspectos fisicos pueden ser comprendidos por los

estudiantes en este nivel.
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En este caso el amortiguador ejerce una fuerza dependiendo de la velocidad de la masa. Para
simplificar el ejemplo se supone que esta fuerza en magnitud es proporcional a la rapidez,
entonces la fuerza que ejerce el amortiguador es: F. = —c - x'(t) con ¢ > 0; donde es evidente
que el signo negativo indica que la fuerza de amortiguacion va en sentido contrario al
movimiento del cuerpo. Por lo que la fuerza total ejercida por la masa es: F, + F, 0 sea:

mx"(r) + cx'(t) + kx(t) = 0, cuya ecuacion caracteristica es: mr? + cr + k = 0 que tiene

. . —c+Vc2-4amk —c—Vc?-4mk . . 2
las soluciones: r; = — YN E done el signo del radicando c* — 4mk

determina el tipo de movimiento del sistema:

1. Movimiento sobre amortiguado ¢ ? — 4mk > 0. En este caso: x(t) = ¢;e™t + c et
como las dos funciones exponenciales son decrecientes el sistema tiende rapidamente a su
posicion de equilibrio.

2. Movimiento criticamente amortiguado ¢ = v4mk

c
x(t) = (C1 + Czt) et = (Cl + czt) emt
La funcion posicién contiene un término exponencial decreciente multiplicado por una funcién
lineal en el tiempo. Se espera que la posicion decrezca hacia la posicion de equilibrio sin vibrar,

la manera en la que lo haga dependera de las condiciones iniciales.

3. Movimiento sub amortiguado ¢? — 4mk > 0. En este caso:

_C, V4mk — c?
x(t) = e 2m |c; cos Tt + c,sen

Vadmk — c? ;
2m
El sistema oscilara alrededor de la posicion de equilibrio. Como el factor exponencial es

decreciente, la amplitud de la vibracion debe ser cada vez mas pequefia.

Como se aprecia, el anélisis de los diferentes casos que determinan las raices de la ecuacion
caracteristica, a través del fenémeno fisico estudiado, permitird a los estudiantes una
comprension fundamentada de las soluciones de este tipo de ecuaciones diferenciales, y aunque
no se puede decir que hayan modelado el problema, la vinculacién al fenémeno fisico propicia
conocimientos necesarios para la modelacion, ademas problemas como este permiten al docente

apreciar el nivel de comprension del fendmeno por parte del estudiante, (Fernandez et al., 2023).

Otra situacion con aplicaciones fisicas inmediatas son los problemas de caida libre, como es el

caso en el siguiente problema:
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e Un cuerpo de masa 75 Kg se suelta a una altura de 30.5 pies. Asumiendo que no hay

resistencia del aire hallar:

a) Una expresion para la velocidad del cuerpo en un momento (t).

b) Una expresion para la posicion del cuerpo en un momento (t).

c) El tiempo requerido por el cuerpo para llegar al suelo.
Aunque en este caso el planteamiento inicial resulta inmediato, a partir de la segunda Ley de
Newton F = md—:, ajustar la misma al problema planteado implica un entrenamiento inicial

para interpretar y aplicar los modelos.

. d - 1y
En este caso la referida ley se expresa como: md—’: = mg, Yy de acuerdo a la informacion del

problema se tiene que v(0) = 0, luego %= 9.81 0 bhien dv = 9.81dt, e integrando:

v(t) = 9.81t + c, donde la condicion inicial permite evaluar c, esto es v(0) = 0 + c, esto
es ¢ = 0, por ultimo, v(t) = 9.81t, que es la expresion para la velocidad del cuerpo en un

momento (t).
Ahora teniendo en cuenta que v(t) = dx/dt, se tiene: dx/dt = 9.81t o bien:

d(x) = (9.81t)dt, x(t) = 9.81§+c como ya se obtuvo ¢ = 0 y efectuando

x(t) = 4.905t? que es la expresion para la posicion del cuerpo en un momento (t).

Para conocer el tiempo requerido por el cuerpo para llegar al suelo, x(t) = 30.5, 0 sea
40,5 = 4.905t% dedondet = 2.49362

Otro ejemplo que, aungue utiliza la misma ley, presenta condiciones diferentes que deben
considerarse para entrenar a los estudiantes en la construccion del modelo completo. En este

caso, se propone el siguiente problema:

e Un cuerpo de 50 kg de masa se lanza desde el borde de un puente en linea recta hacia
arriba con una velocidad inicial de 10 m/s, el puente se encuentra 100 metros sobre el
nivel del suelo. Si la resistencia del aire esta dada por 5v, determine la velocidad del

cuerpo cuando llegue al suelo.

Como se planted la representacion en diferentes registros semioticos propicia una mejor
comprension del material que se estudia, por lo que la figura 4 representa e ilustra lo planteado

en el enunciado del problema.
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Puente

Positivo

100 Pie

Suelo

s=100

Figura 4.
Problema ejemplo: Velocidad del cuerpo al caer al suelo.

Aqui se presentan dos situaciones; una fase inicial cuando el cuerpo se esta elevando y una
segunda fase cuando se mueve hacia abajo. Evidentemente hay que tener en cuenta la dos

situaciones y las condiciones iniciales en ambos casos. Ver figura 5.

Fy==5v

Fy==5y
Ry =mg H.=mg

hacia arriba hacia abajo

Figura b.
Problema ejemplo: Velocidad del cuerpo al caer al suelo (ambas fases).

Aunque las fuerzas que actan en ambos casos son las mismas, aqui se ha denotado F; por la
fuerza de gravedad y F, por la fuerza de resistencia. La diferencia se manifiesta al incorporar

las condiciones iniciales para cada caso:

Hacia arriba: mv' = mg — 5v,v(0) = —10 Haciaabajo: mv’' = mg — 5v, v(t,) = 0; (¢t,)

representa el punto mas alto cuando el cuerpo comienza a descender.

En el primer caso: v' = g — gv, sustituyendo, efectuando y ordenando: v’ + 110 = 9.8, se tiene

t
una ecuacion diferencial lineal de primer orden, con solucion: v(t) = 98 — 108e 10 que

representa la velocidad del objeto en cualquier tiempo (t).
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Para determinar la velocidad del cuerpo cuando llegue al suelo se necesita saber cuando toca el
suelo. Para encontrar esto se necesita encontrar la funcion que representa la posicion del cuerpo

en un tiempo (t).

t t
Como dz(tt) = v(t) = 98 — 108e 10 resolviendo: ds(t) = (98 - 108e"ﬁ) d(t) se obtiene:

t
s(t) =98t — 1080e 10 + ¢; ahora usando la condicion inicial s(0) = 0 se tiene: ¢ = -1080, por

t

lo que s(t) =98t — 1080e w0 — 1080 como la altura del puente es 100, evaluando y
resolviendo respecto at se obtienet = —3.32203yt = 5.98147 pero dado que se comienza
ent = 0, lo negativo es claramente el valor incorrecto. Por lo tanto, la masa golpea el suelo
ent = 5,98147. Lavelocidad del objeto. al tocar el suelo es entonces: v (5.98147) = 38.61841.

De los ejemplos tratados se puede apreciar que para la resolucién de un problema no basta
obtener la ecuacion matematica que modela el problema, ademdas se requiere interpretar
adecuadamente las condiciones especificas que se plantean en el enunciado del problema, lo
cual, aunque no es el modelo en si se debe considerar como un aspecto también fundamental

de la modelacion.

Orientaciones didacticas para el entrenamiento de los estudiantes en los procesos de

modelacion.

El andlisis realizado en el presente trabajo permite concretar algunas orientaciones para
propiciar que los estudiantes ganen conocimientos y recursos para modelar, habilidad
fundamental en el trabajo matematico pero dificil de desarrollar en los estudiantes.

El desarrollo de modelos matemaéticos para la resolucion de problemas presenta dos aspectos
que resultan dificultosos para la generalidad de los estudiantes, por una parte, arribar a la
ecuacion matematica que modela el problema y por otra ajustar la ecuacién y sus soluciones a
las condiciones particulares del problema planteado. En muchos casos no son trabajos que se
puedan hacer de modo independiente, en ocasiones se obtiene la ecuacién matematica que
modela el problema, se resuelve y por ultimo se analiza cual de las soluciones satisface las
condiciones de problema, pero en otras, las caracteristicas del contexto se van insertando en la

ecuacion que modela el problema, hasta lograr el modelo matematico completo del problema.
Concrecion de las orientaciones:

1. No se puede pretender que los estudiantes construyan modelos con cierto grado de

elaboracion, si no tienen el entrenamiento adecuado a tales efectos.
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2. Tener presente que la construccion del modelo depende del dominio conceptual de los
estudiantes sobre el tema.

3. Plantear a los estudiantes la ecuacion que modela un problema dado, donde solo tienen que
sustituir los datos del problema en cuestion, no es un ejercicio de modelacion.

4. Una fase inicial puede ser plantear la ecuacion que modela el problema pero que los
estudiantes tengan que seleccionar de las soluciones de la ecuacion, la que es solucion del
problema.

5. Es recomendable iniciar brindando a los estudiantes un modelo general, pero que los
estudiantes tengan que ajustarlo a las condiciones especificas del problema.

6. Se debe iniciar con problemas donde el modelo se obtenga con cierto grado de inmediatez,
preferentemente dentro de la matematica.

7. Cuando se plantean problemas fuera de la matematica, el contenido debe estar dentro de los
conocimientos que se supone tenga el estudiante.

8. Los estudiantes no desarrollan la habilidad de modelar de manera inmediata, requiere
especial atencion a la direccion de la actividad del estudiante, por parte del profesor, y
dedicacion, por parte del estudiante.

9. La participacion activa del estudiante es fundamental para que las acciones del docente

tengan un impacto significativo en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

No se pretende que estas orientaciones sean la solucién a un problema complejo, como es
desarrollar la habilidad de modelar, pero son una ayuda consistente al respecto; que contribuye

a mejorar la eficiencia de los docentes (Avilés-Canché y Marban, 2023).

CONCLUSIONES

El trabajo se ha enfocado a la necesidad de poner la docencia a la altura de desarrollo cientifico
tecnoldgico del presente siglo, donde el desarrollo de los medios de computo, implica la
necesidad de desarrollar una docencia enfocada en la formacion conceptual, como recurso para

la modelacion.

Se detallaron las bases teoricas que tienen influencias notables en los temas que se tratan,
explicando su uso en los ejemplos que ilustran el desarrollo del trabajo, en el que se muestran

diferentes caracteristicas que se presentan en los problemas de modelacion.

El desarrollo desde las bases tedricas y la explicacion de diferentes ejemplos permitio arribar a

la concrecion de un conjunto de orientaciones para contribuir a mejorar el proceso ensefianza
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aprendizaje de la Matematica, en aspectos tan importantes como la formacion conceptual y la
habilidad de modelacién.
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